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1. 英國的國家彩票參與者可從 1 至 49 的數字中隨機選取 6 個數
 字（不能重複）。                                       (2) 
 

(i) 證明從 49個數字中選取 6個數字共有 13,983,816種方法。 
 
(ii) 假定有 10,000,000 個人參與這彩票抽獎。每名參與者以隨

機及不重複方式，獨立地從 1至 49中選取 6個數字。設 X
為能夠選取 6個得獎數字的總參與人數。請寫出 X的正確
分布，及有關分布的普阿松近似分布。從而計算以下的近

似概率﹕ 
 

(a) X = 0 
(b) X = 1                                      (9) 
 

(iii) 我們相信很多彩票參與者是從 1至 31中隨機猜測 6個不重
複的數字。請計算從 1至 31中選取 6個不重複數字可選擇
的總數目，並且推算得獎的 6個數字均不會大過 31的概率。 

 (4) 
 
(iv) 假定現在有 3,000,000個彩票參與者從 1至 31中隨機選取 6

個不重複的數字，而同時有 7,000,000 個參與者從 1 至 49
中隨機選取 6個不重複的數字。設 Y為選取了 6個得獎數
字的參與者總人數，寫出以下情況 Y的（近似）分布。 

 
(a) 6個得獎數字均是從 1至 31中選取。 
 
(b) 有一個或以上得獎數字不是從 1至 31中選取。   (5) 

 
 
2. 我有三種方法上班。如果騎腳踏車，我的旅程時間是以 N(27,6.25)
分布，即平均數為 27分鐘及標準差為 )25.6(  = 2.5分鐘的常態分
布。若我乘坐巴士，我從家步行至巴士站的時間是以 N(7,4)分布，
巴士旅程時間是以 N(13,20)分布，而從巴士站步行至工作地點則是
以 N(5,1)分布。三段時間是獨立的。若我自己駕車，旅程時間是以
N(23,36)分布。 
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(i) 若我乘坐巴士，請找出我整個旅程時間的分布。        (3) 
 
(ii) 那種交通方法能達到全程時間在 30分鐘以內的機會最大，

及其機會率是多少？                              (5) 
 
(iii) 那種交通方法能達到全程時間超過 35分鐘的機會最小，而

我最少需要 35分鐘時間完成旅程的機會率是多少？   (5) 
 
(iv) 經過多次上班的旅程後，我騎腳踏車、乘巴士或私家汽車

的比例是 3:3:4。昨天，我的旅程時間在 30分鐘以下，請計
算三種交通方法分別的概率。                      (7) 

 
 
3. 一個通訊系統的失靈次數按一個比率參數為λ的普阿松過程出
現，故此在時間 t內系统失靈次數的隨機變量 X符合以下公式: 

....,2,1,0,
!
)(

)exp()( =−== x
x
t

txXP
xλ

λ  
 

(i) 考慮在時間 t內沒有任何失靈的概率或其他方法，證明在出
現下次失靈前的時間 T的概率分布為 

0,)exp()( >−=> tttTP λ , 
及推演 T的概率密度函數（pdf）。                    (4) 
 

(ii) 一組包括 n 個相同及獨立運作的上述通訊系統在時間 0 開
始運作。Ti 表示第 i個系統出現失靈的時間，i = 1, …, n。
請寫出所有 n 個系統毫無失靈地連續運作而時間最少為 t
的概率。請推演出 Tmin = (T1, …, Tn) 中最小值（即該組 n
個系統出現第一次失靈的時間）的概率密度函數為指數格

式，比率參數為 n及λ的函數，請註明 n及λ的值。      (5) 
 
(iii) 證明所有 n 個系统已經在時間 t 前出現失靈的概率為

nte )1( λ−− ，並且推演 Tmax = (T1, …, Tn) 中最大值（即該組 n
個系統中最後失靈出現的時間）的概率密度函數。 

 
已知 n = 10 及λ= 0.002，找出會出現以下情形的時間 t1及

t2 

05.0)()( 2max1min =>=< tTPtTP .                   (11) 
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4.  (i) 連續隨機變量 X的概率密度函數分布 f(x)為 
 
 0,10,)1()( 1 ><<−= − αα α xxxf . 
 

找出 X的累積分布函數，F(x)，從而得出 X的中位數。並
且以 α = 3，繪製 f(x)及F(x)的曲線圖。                (8) 

 
(ii) 從這分布中選取一隨機樣本 x1, … , xn，以估計未知參數

α。請寫出這些數據的似然函數，記作 L(x1, x2, …, xn | α )，
及證明α的極大概似估計量（MLE）為 

 

∑
=

−

−
=

n

i
ix

n

1

)1log(

α̂  .                           (4) 
 
 

此外，以α及 n的函數得出
2
21

2 )|...,,,(log
α

α
d

xxxLd n 。假定 α̂是近

似 常 態 分 布 的 ， 平 均 數 為 α 及 方 差 為
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推演α的近似９０％置信區間。根據樣本為 0.12, 0.43, 0.07, 

0.87, 0.29，計算這區間。                           (8) 
 
 

5. (i) 一社會科學家正進行一個學生濫用藥物的調查。她的調查

是根據一個從Wackford Squeers University隨機抽選一個有

n位學生的樣本，然後進行面談訪問，當中y個學生對她

說有濫用藥物。假設在被抽選的人口中，濫用藥物者的真

正百分比為p，他們的回應是誠實的，樣本中濫用藥物的

人數服從二項分佈B(n, p)。寫出這些數據的似然函數；求

p的極大似然估計，記作 p̂。並寫出Var(p̂)和進而求p̂的

標準誤差的估計，記作SE(p̂)。已知n = 100和y = 20，計

算 p̂的值和SE(p̂)。                              (8) 

 

(ii) 一統計師現忠告她，因為藥物濫用問題的敏感性，一些學

生可能沒有誠實回答，因此構成偏差。他建議採用一個匿

名的策略去鼓勵誠實的答案；他提供一個有偏差的錢幣，

一面寫上“濫用藥物”，另一面則寫上“沒有濫用藥

物”。當擲這錢幣時，它給出每一面的概率分別為 0.75

和0.25。 
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獨立於第一個樣本，抽選另一個也是n容量的隨機樣本。

n個學生每人被要求在沒有被訪問員看見的情況下擲這

錢幣，如果他／她是在錢幣顯示的組別內，要回答

“是”，其他則回答“否”。 
 

假設回應是誠實的，證明：“是”的概率，記作 θ，為 
 
   θ = 0.25 + 0.5p . 
 

此外假設學生回答“是”的人數，記作Z，服從B(n, θ )
的分布，有觀察值z。寫出 θ 的極大似然估計，記作θ̂，

和它的標準誤差的估計。用 θ 與p 之間的關係去推演p
的極大似然估計，記作 p~，和SE(p~)。已知n = 100和z = 

45，計算p~的值和SE(p~)。                         (8) 

 

(iii) 一新聞記者比較了上述兩個調查的結果，說第一個調查較

為可靠。你是否同意？你為什麼同意或不同意？     (4) 

 

 

6. 隨機變量X具有幾何分佈f (x)，其中 

 
 ( ) ( )1 , 0,1, 2, ..., 0 1xf x p p x p= − = < <  . 

 

(i) 為0 ≤ x ≤ 5，劃出p = 1/3時f (x)的圖。              (4) 

 

(ii) 證明：X的概率母函數是G(s)，其中 

 

   ( ) ( )
1, | |

1 1 1
pG s s

p s p
= <

− − −
 , 

 

並根據這函數或其他函數，求X的均值和方差。      (6) 

 

(iii) 對任何非負整數 x，證明： ( ) ( )1 xP X x p≥ = − ，並推演對任

何非負整數 l和 m 

 ( ) ( )|P X l m X l P X m≥ + ≥ = ≥ . 

解釋這結果。                                   (4) 
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(iv) 隨機變量Y具有幾何分佈g(y)，其中 

 

 ( ) ( )1 , 0,1, 2, ... , 0 1yg y yθ θ θ= − = < <  . 

 

X和Y是獨立的；隨機變量Z定義為X和Y的最小值，

即Z = min(X, Y)。由於留意到P(Z ≥ z) = P(X ≥ z 和 Y ≥ 
z)，求P(Z ≥ z)的表達式，其中z是任何非負整數。考察
P(Z ≥ z) – P(Z ≥ z + 1)，由此或其他，證明 

 

 ( ) ( )( ) ( )1 1 , 0,1, 2, ...
z

P Z z p p p zθ θ θ= = − − + − =    . 

 

分辨這分佈的形式；從而寫出E(Z)和Var(Z)。         (6) 

 

 

7. 以標準松樹樣本每平方米牛頓計，不同木紋角度x°量度的爆破
壓力如下表。 

 

爆破壓力 y (N/m2
)×10-10 0.987 1.064 1.337 1.912 2.740 5.771 11.494

角度 x° 0 15 30 45 60 75 90 

 

(i) 把這些數據劃圖。用以下提供的摘要資料，計算x與y

之間相關corr(x, y)的積矩係數；並簡要評論。         (7) 

 

(ii) 對y以x的方式表達，Hankinson's公式的形式是 

 12 21 sin sinx xy
a b

−
 −

= + 
 

 , 

 

其中a和b分別為平行和垂直於木紋的標準爆破壓力。證

明：這關係怎樣可以線性方式表達。 
 

  Y = A + BX , 
 

其中Y = 1/y和X = sin2 x，A和B是你所求未知參數a和

b的函數。                                      (3) 

 

 



 7

 

 

(iii) 以Y相對於X劃圖。評論這關係對回歸分析的適合性。

用最小二乘去估計A和B，推導a和b相應的估計；並計

算corr(X, Y)和比較這與(i)計算的相關。            (10) 

 

註釋: (A) 清楚給出任何沒有證明的假設公式。 

(B)      
2 2315, 20475, 25.305, 180.474, 1773.795x x y y xy= = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ , 

2
2 4

2

1 1 sinsin 3.5, sin 2.75, 3.849, 2.9136, 1.03385.xx x
y y y

   
= = = = =   

   
∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 

 

8. X和Y的聯合概率質量函數如下表 

 

  Y的值 

  0 1 2 

–1 1/6 1/12 1/12 

  0 1/12 1/6 1/12 

 

X的值 

  1 1/12 1/12 1/6 

 

(i) 求X和Y的邊際分佈，從而計算E(X), E(Y), Var(X)和

Var(Y)。                                        (5) 

 

(ii) 為每個X的可能值，求Y的條件分佈，從而證明：E(Y | X 

= x)是一個x的線性函數。                         (5) 

 

(iii) 求E(XY)，並推演Cov(X, Y)和corr(X, Y)。X和Y是否獨

立？                                          (5) 

 

(iv) 求Z = X 3 + (Y – 1) 3
的概率分佈。                 (5) 

 

 

 

 


